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Abstract This paper proposes a linear map that projects images of an rotating object about an axis onto a
subspace where the rotation of the object is represented with many simple rotations in two dimensional subspaces.
First we consider a cyclic group that permutates the image sequence, then construct a matrix of the cyclic group by
multiplication of low rank matrices with block diagonalization. We demonstrate interpolation of the image sequence
by rotation in the subspace, and discuss the ability of the proposed linear map onto the subspace.
Key words pose estimation, cyclic group, regression, linear map, block diagonalization, parametric eigenspace,
view generation












を利用した非線形主成分分析 (kernel PCA, kPCA) [4], [5] や
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学習する教師付き問題であり、すなわちデータのパラメータへ
の回帰問題に相当する。非線形な回帰手法にはカーネルトリッ




























































ここでは、n枚の画像 x1;x2; : : : ;xn が与えられたとき、巡
回群の行列表現によって画像間の関係を表すことを考える。ま








画像 xj = (xj1; xj2; : : : ; xjN )T を N 次元ベクトルとし、そ
の画像を表すパラメータを µj とする。1軸回転を表す角度など
のように、ここでは n個のパラメータは連続的に µ1; µ2; : : : ; µn
と変化し、また µ1 に循環して戻るものを考える。したがって、
画像も x1;x2; : : : ;xn と変化し、また x1 に戻るような順番付
けがされているとする。さらに実際の状況としてN > n、つま
り画素数は画像数より大きいことを仮定する。
ここで、画像を x1;x2; : : : と変化させるために、以下のよ
うな群を考えよう。つまり、画像に左から作用する変換の群
Gn = fG;G2; : : : ; Gng があって、
x2 = Gx1 (1)
x3 = Gx2 = GGx1 = G
2x1 (2)
...
xn = Gxn¡1 = : : : = G
n¡1x1 (3)
x1 = Gxn = : : : = G
nx1 (4)
ここで、Gn は n位の有限巡回群、元 Gは群 Gn の生成元と呼
ばれる [19]。群の定義から、Gn には各元の逆元が存在し、ま
た単位元 I が存在する。
xi = Gxi¡1 = GG
n¡1xi = xi; G
¡1 = Gn¡1 (5)
xi = G
nxi; G
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ここでは以下のように画像認識を容易にすることを目的に行列
を構成することにする。
前節で述べた巡回群 Gn の生成元 Gを行列 Gで表現すると、
画像 x1;x2; : : :の関係は以下のように表せる。
[x2 x3 ¢ ¢ ¢ xn x1] = G[x1 x2 ¢ ¢ ¢ xn¡1 xn] (7)
ここで上式を
X1 = GX0 (8)
とおく。Gの次元はN£N であるが、rank(X1) = rank(X0) =








したがって rank(G) = rank(X0) = n である。
2. 3 行列Gのブロック対角化
一般的な状況では実正方行列は対角化可能であるか、または
対角成分が 1£ 1か 2£ 2のブロック部分として対角化される
ブロック対角化が可能 [21]である。すると、Gは以下のように
分解できる。
G = U¡1DU (10)














またDは実ブロック対角行列である。A1; : : : ; As は 1£ 1か
2£ 2の行列であり、対応する固有値が実数であれば 1£ 1（つ
まりスカラー）になり、複素数であれば 2 £ 2 の行列となる。
rank(G) = nであるので、0でない固有値の数は nである。し

































画像列X0の特異値分解をX0 = EΣV T とすると、式 (14)は
G = EΣV T M V Σ¡1ET (15)
と書き直せる。一方列置換行列M は、ブロック対角行列 DM
と行列W を用いて
M = W¡1DMW (16)
とブロック対角化できる（詳細は [18]を参照）。これを式 (15)
に代入し、





G = EΣV TW¡1DMWV Σ
¡1ET = U2DMU1 (19)
と書き表せる。これは、以下のように式 (10)の固有値 0に対
応する部分を削除したものと一致する。












= diag(A1; : : : ; As) (21)
固有値 0 に対応する固有ベクトルは必要ないため、N £ n の
行列 X0 の特異値分解と n £ n の行列 M のブロック対角化
で、N £N の行列 Gのブロック対角化が計算できることにな
る（注1）。
3. 行列Gによる変換を表す部分空間の構成
ここで行列 Gの n乗である Gn を考えよう。Gを群の作用




（注1）：画像列が互いに相関がある場合には、小さい特異値 Σ に対応する E の
列ベクトルを削除することがよく行われるが、本手法でそれを行うことはできな
い（詳細は省略する）。
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D0M = diag(¸1; : : : ; ¸n) (25)
列置換行列M の n乗は明らかに n£n単位行列 Inになるので、




0MnW 0¡1 = In (27)
となり、D0M も n乗すると単位行列 In になるので、¸nj = 1で









p¡1; k = 1; 2; : : : ; n (28)
ブロック対角化 DM におけるブロック部分 A1; : : : ; As と、
複素対角化 D0M における固有値 ¸1; : : : ; ¸n はそれぞれ対応し
ており、固有値が実数（つまり §1）であれば、それに対応す
るブロックは 1£ 1となり、§1である。
複素数の場合は 2 £ 2のブロックになるが、M の固有値 ¸j
場合は 1 の n 乗根であり、対応する 2 £ 2 のブロックは 2 次
元の回転行列に相当する。回転量 µj は複素数 ¸j の偏角に相当
し、2£ 2の回転行列 Aj は以下のように書くことができる。
Aj =
Ã
cos µj sin µj
¡ sin µj cos µj
!
(29)
¸j = cos µj + i sin µj (30)
これは、元の画像を別々の多数の 2次元部分空間に投影し、
それぞれの部分空間において画素を回転させていることに相当




ある 2次元部分空間での回転量は、対応する固有値 ¸j の偏角
2k¼
n
(k = 1; 2; : : : ; n) に相当する。回転量の倍数を表す k は、
固有値が n通りあるうちのどの原始 n乗根であるかに依存し、
それは元の与えられた画像列 X0 に依存する。
ここで Gを式 (7)による画像 xj への作用を見てみる。
xj+1 = Gxj = U2DMU1xj (31)





j = U1xj (33)
したがって、行列 U1 は、単に 1つまたは 2つの画素を独立に
2次元平面上で回転させることで画像が x01;x02; : : :と次々に移
りあうことができる多数の 2次元部分空間への投影を実現して
いる。
実際には、M 個の固有値は n個の異なる原始 n乗根となり、
nが偶数のときは対応するブロック行列はすべて 2£ 2 となる
（§1 に対応する 2 つの 1 £ 1 の部分はあわせて 2 £ 2 と考え
る）。奇数の場合は、固有値 1に対応する 1£ 1部分を除いて、






If n is even
n¡1
2




前節で、画像列 x1;x2; : : :の関係を単純な多数の 2次元部分
空間（平面）での回転で表現できるような部分空間への線形写
像を表す行列 U1; U2 の構成方法について述べた。これにより、
x1 から x2 へ、また x1 から x3 への画像の遷移を、それぞれ
x2 = Gx1 と x3 = G2x1 という行列 Gを用いた形ではなく、





























































の要素の表現は、1 の原始 m 乗根の数の m 通り存在する。ここ
ではもっとも直感的な、回転角を 1m にするものを採用している。
















































図 1 固有空間における coil-20(obj4) の 72 枚の原画像と生成した補
間画像の軌跡。点（+）は 72枚の画像の投影点を表す。破線は、
72 枚をすべて用いて U1 を計算し、その間を 10 等分して生成
した中間画像を投影した軌跡を表す。点線は、奇数番号に対応す
る 36 枚（0; 10; 20; : : : 度の画像）を用いて U1 を計算し、その
間を 10 等分して生成した中間画像を投影した軌跡を表す。（上）










部を図 2 に示す。72 枚の学習サンプル画像のうち奇数号の画
像 36枚を使って U1 を計算し、学習サンプル画像の 0,10,20度
に対応する画像 x1;x2;x3 の間を 10等分したときの中間画像
x1:1;x1:2; : : :を計算した。実際には、x1 に G
1
10 を複数回適用
して x1+j0:1 = G
j
10x1 により画像を生成している。


























図 2 行列 G
1
10 を画像へ作用させて作成した補間画像。1 列目は
coil-20(obj4) の原画像で、学習に用いた 0, 10, 20 度の画像






たもので、各軸の e1; e2; e3 は第 1,2,3固有ベクトルを表す。72
枚の画像の投影点を点（+）で示している。そして、72枚すべ
て用いて U1 を計算し、各学習サンプル間を 10等分して生成し
た中間画像を投影した軌跡を破線で示してある。また点線は、





















































とを利用する。つまり x と x1 を部分空間に投影し、その差が
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